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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ Α

Α1. Απόδειξη σχολικού βιβλίου σελίδα 76.

Α2. Ορισμός σχολικού βιβλίου σελίδα 104.

Α3. α) Ο ισχυρισμός είναι ψευδής.

β) Η αιτιολόγηση γίνεται με την συνάρτηση f(x)=x3, x R∈  η οποία είναι γν. αύξουσα 
στο R αλλά f ΄(x)≥0 για κάθε x R∈ .

Α4. α) Λ

β) Σ

γ) Σ

δ) Σ

ε) Σ

ΘΕΜΑ Β

Β1. Το πεδίο ορισμού της fog είναι Αfog = {x A∈ g / g(x)∈Af}

• x R∈  και

• ex>1⇔ex>e0⇔x>0 αφού η ex είναι γν. αύξουσα στο R. Οπότε Αfog = (0, +∞).

Ο τύπος της fog είναι (fog)(x)=
ex +2

ex -1
.

Β2. Για κάθε x1, x2 ∈(0, +∞) με (fog)(x1)= (fog)(x2) έχουμε

 
ex1 +2

ex1 -1
 = 

ex2 +2

ex2 -1
⇔(ex1 +2)⋅(ex2 -1)= (ex1 -1)⋅( ex2 +2)⇔…⇔ x1=x2. Άρα η fog είναι 1-

1 οπότε αντιστρέφεται. Βρίσκουμε την αντίστροφη της fog λύνοντας την εξίσωση (fog) 
(x)=ψ ως προς x.

(fog) (x)=ψ⇔
ex +2

ex -1
=ψ

ψ >0
⇔
¿

ex+2=ψ⋅ex-ψ⇔ψ⋅ ex- ex=ψ+2⇔ ex⋅(ψ-1)=ψ+2⇔ ex=
ψ +2
ψ -1

, 

ψ≠1.

Άρα  x=ln
ψ +2
ψ -1

 με  
ψ +2
ψ -1

>0⇔ψ>1. Άρα ο τύπος της αντίστροφης είναι (fog)-1(x)=ln

( x +2
x -1 ), x>1.
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B3. φ(x)= ln( x +2
x -1 ), x>1. 

Η φ είναι παραγωγίσιμη στο (1,+∞) με φ΄(x)=
1

x +2
x -1

⋅( x +2
x -1 )

'

= …=
- 3
( x +2)( x -1)<0 για 

κάθε x∈(1,+∞). Άρα η φ είναι γν. φθίνουσα στο (1,+∞).

Β4. lim
x →1+

φ ( x ) = lim
x →1+

¿ ln ( x +2
x -1 )¿.  Θέτουμε  u=

x +2
x -1

.  Για  x→1+ έχουμε  u→+∞ οπότε 

lim
x →1+

φ ( x ) = lim
u⟶+ ∞

ln u =+ ∞.

lim
x →+ ∞

φ ( x ) = lim
x →+ ∞

¿ ln ( x +2
x -1 )¿. Θέτουμε u=

x +2
x -1

. x→+∞ έχουμε u→1 οπότε

 lim
x →+ ∞

φ ( x ) = lim
u→1

¿ ln u¿=0.

ΘΕΜΑ Γ

Γ1. Η f είναι συνεχής οπότε είναι συνεχής και στο x=0. 

Άρα lim
x →0-

f ( x ) = lim
x →0- ( 1

1- x
- lnλ)=1- ln λ = f (0 ) 

lim
x →0+

f ( x ) = lim
x →0+

(ημ x + λσυν x ) = λ

Οπότε είναι 1-lnλ=λ⇔lnλ+λ-1=0

Θεωρούμε g(λ)=lnλ+λ-1, λ>0

Προφανής ρίζα λ=1 αφού g(1)=ln1+1-1=0 και g΄(λ)=
1
λ

+1>0 για κάθε λ>0.

Οπότε g γν. αύξουσα στο (0, +∞).

Άρα λ=1 είναι μοναδική ρίζα.

Γ2. 

f ( x ) ={ 1
1- x

,   & x ≤ 0

ημ x + συν x ,   & 0< x <
3 π
2

lim
x →0-

f ( x ) - f (0 )
x - 0

=
lim
x →0-

1
1- x

-1

x
=

lim
x →0-

1-1+ x
1- x

x
=

lim
x →0-

x

x (1- x )
=
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lim
x →0-

1
1- x

=1

lim
x →0+

f ( x ) - f (0 )
x - 0

=
lim
x →0+

ημ x + συν x -1

x
= lim

x →0+ ( ημ x
x

+
συν x -1

x )=1+0=1

Άρα f΄(0)=1.

Οπότε ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της Cf στο Α(0, 1) είναι λεφ=f΄(0)=1 
δηλαδή εφω=1 όπου ω η γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη με τον άξονα x΄x άρα 

ω̂=
π
4

.

Γ3. Κρίσιμα σημεία της  f είναι τα εσωτερικά σημεία του διαστήματος του πεδίου 
ορισμού όπου η f΄ μηδενίζεται ή η f΄ δεν ορίζεται.

Για x<0: f
' ( x ) =( 1

1- x )
'

=
1

(1- x )2
.

Για 0< x <
3 π
2

: f΄(x)=(ημx+συνx)΄=συνx-ημx και f΄(0)=1.

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο (- ∞ ,  
3 π
2 ) οπότε τα μοναδικά κρίσιμα σημεία είναι οι 

ρίζες της εξίσωσης  f΄(x)=0.

Για x<0: f
' ( x ) =0 ⇒ 1

(1- x )2
=0 ΑΔΥΝΑΤΗ.

0< x <
3 π
2

: f ' ( x ) =0 ⇒ συν x - ημ x =0⇔συν x =ημ x ⇔ εφ x =1⇔

{ x =
π
4

 ή

x = π +
π
4

=
5 π
4

αφού 0< x <
3 π
2

.

Οπότε τα κρίσιμα σημεία της f είναι x =
π
4

,  x =
5 π
4

.

Γ4. Μ(α, f(α)) με α≤0.

Η εφαπτομένη της Cf στο Μ(α, f(α)) έχει τύπο

y-f(α)=f΄(α)(x-α)
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y-
1

1- α
=

+1

(1- α )2
( x - α ) η οποία τέμνει τον x΄x όταν y=0 

άρα -
1

1- α
=

+1

(1- α )2
x -

a

(1- α )2
⇔(1-α)(-1)= +x-α

-1+α= +x-α

x=2α-1

Άρα το σημείο τομής της εφαπτομένης της Cf στο Μ με τον x΄x είναι Β(2α-1, 0).

Όταν το Μ κινείται στην Cf έχουμε Μ(α(t)), f(α(t)) με α΄(t)=-
α ( t )

3

Ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του σημείου Β είναι

xΒ ΄ ( t ) = (2α ( t ) ) -1) ' =2α ' ( t )=2
- a ( t )

3
=-

2a( t )
3

Την χρονική στιγμή t0 xΒ ΄ (t0 )=-
2 (-1 )

3
=

2
3

 
μον .  μ ή κους
μον .  χρ ό νου

.

ΘΕΜΑ Δ

Δ1. f(x)=ex+x2-ex-1

Η f είναι συνεχής στο IR ως πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων.

Για κάθε x∈ΙR έχουμε f΄(x)=ex+2x-e και f΄΄(x)=ex+2.

Αφού  f΄΄(x)>0 για κάθε  x∈ΙR τότε η  f΄ είναι γν. αύξουσα στο  R, οπότε η εξίσωση 
f΄(x)=0 έχει το πολύ μια ρίζα στο IR.

Επειδή η f΄είναι συνεχής στο [0, 1]με f΄(0)⋅f΄(1)=2(1-e)<0 σύμφωνα με το θεώρημα 
Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 (0, 1) τέτοιο ώστε ∈ f΄(x0)=0 και αφού η f΄ είναι 
γν. αύξουσα το x0 είναι μοναδικό.

Για x<x0: f΄(x)<f΄(x0)=0

Για x>x0: f΄(x)>f΄(x0)=0

Άρα στο x0 η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το f(x0)=ex0 + x0
2 - e x0 -1   (1)

Έχουμε f΄(x0)=0⇔ex0+2x0-e=0⇔ex0=e-2x0  (2)

Άρα (1), (2) προκύπτει f(x0)=e-2x0+x0
2-e x0-1⇔ f(x0)= x0

2-(e+2)x0+e-1

Δ2. Για κάθε x≠x0 ισχύουν 

• f(x)>f(x0)⇔f(x)-f(x0)>0 και αφού lim
x → x0

( f ( x ) - f ( x0 )=0, 
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τότε lim
x → x0

1
f ( x ) - f ( x0 )

=+ ∞

• ημ 
1

x - x0

≥ -1⇔
1

f ( x ) - f ( x0 )
+ημ

1
x - x0

≥
1

f ( x ) - f ( x0 )
-1

Επειδή lim
x → x0

( 1
f ( x ) - f ( x0 )

-1)=+ ∞

Τότε lim
x → x0 [ 1

f ( x ) - f ( x0 )
+ημ

1
x - x0 ]=+ ∞

Δ3. Θεωρούμε την συνάρτηση h(x)=f(x)+x-x0, x∈[x0, 1].

• Η h συνεχής στο [x0, 1] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων

• h(x0)=f(x0)<0 αφού x0<1 και f γν. αύξουσα στο [x0, 1] 

τότε f(x0)<f(1)=0

και h(1)=f(1)+1-x0=1-x0>0

Οπότε h(x0)h(1)<0.

Από Θ. Bolzano η εξίσωση h(x)=0⇔f(x)+x=x0 έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο (x0, 1).

Επειδή h΄(x)=f΄(x)+1>0 για κάθε x∈[x0, 1] τότε h γν. αύξουσα στο [x0, 1] και άρα η 
εξίσωση f(x)+x=x0 έχει  μοναδική ρίζα ρ στο (x0, 1).

Δ4. Για κάθε κ (ρ, 1) θα αποδείξουμε ότι∈

f(x0)>f(ρ)(f΄(κ)+1)⇔f(x0)> f(ρ) f΄(κ)+ f(ρ)⇔ f(x0)- f(ρ)> f(ρ) f΄(κ)

Η f συνεχής [x0, ρ] και παραγωγίσιμη στο (x0, ρ) οπότε σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ. υπάρχει 

τουλάχιστον ξ (∈ x0, ρ):f ' (ξ ) =
f ( ρ ) - f ( x0 )

ρ - x0

.

Έχουμε x0<ξ<ρ<κ<1 και αφού f΄γν. αύξουσα, τότε 

f ' (ξ ) < f ' (κ ) ⇔
f ( ρ ) - f ( x0 )

ρ - x0

< f ' (κ ) ⇔
f ( x0 ) - f ( ρ )

x0 - ρ
< f ' (κ ) f ( ρ ) = x0 - ρ <0

⇔

f ( x0 ) - f ( ρ ) > f ( ρ ) ⋅ f ' (κ )
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