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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ Α

Α1. Απόδειξη σχολικού βιβλίου σελίδα 111.

Α2. Ορισμός σχολικού βιβλίου σελίδα 104.

Α3. Θεώρημα σχολικού βιβλίου σελίδα 74.

Α4. α)→ψ

β) 

• Αν lim
x → x0

f ( x ) και f(x)>0 κοντά στο x0, τότε lim
x → x0

1
f ( x )

=+ ∞

• Αν lim
x → x0

f ( x ) =0 και f(x)<0 κοντά στο x0, τότε lim
x → x0

1
f ( x )

=- ∞

π.χ. Αν f(x)=x, x IR∈  τότε  lim
x →0+

1
f ( x )

=
lim
x →0+

1

x
=+ ∞ και lim

x →0-

1
f ( x )

=
lim
x →0-

1

x
=- ∞, οπότε 

δεν υπάρχει το όριο της f στο 0.

Α5. α→Σ

β→Σ

γ→Λ

ΘΕΜΑ Β

Β1. Έστω x1, x2 IR∈ -{3} με f(x1)=f(x2)

Ἐχουμε f(x1)=f(x2)⇔
3 x1 +1

x1 -3
=

3 x2 +1

x2 -3
⇔(3x1+1)(x2-3)=(3x2+1)(x1-3)⇔…x1=x2

Άρα η  f είναι 1-1, οπότε η f αντιστρέφεται στο IR-{3}

B2. Έχουμε y=f(x)⇔y=
3 x +1
x - 3

⇔ xy - 3 y =3 x +1⇔ ( y - 3 ) x =3 y +1⇔

x =
3 y +1

y -3
,  y ≠ 3⇔ f -1 ( y ) = 3 y +1

y -3
,  y ≠ 3

Άρα f
-1 ( x ) = 3 x +1

x - 3
,  x ≠ 3

Επομένως f-1=f.

Β3. Για να ορίζεται η παράσταση f(f(x)) πρέπει:
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x D∈ f και f(x) D∈ f⇔x≠3 και 
3 x +1
x - 3

≠ 3⇔ x ≠ 3 και 3x+1≠3x-9⇔x≠3.

Επομένως ορίζεται η συνάρτηση fof με πεδίο ορισμού το IR-{3} και τύπο

( fof ) ( x ) = f ( ( f ( x ) ) = 3 f ( x ) +1
f ( x ) - 3

=
3

3 x +1
x - 3

+1

3 x +1
x - 3

- 3
=

9 x +3+ x - 3
3 x +1- 3 x + 9

=
10 x
10

= x

Β4. Για x ≠
-1
3

 έχουμε

|f ( x ) ημ
1

3 x +1|=|f ( x )|⋅|ημ
1

3 x +1|≤|f ( x )|

Επομένως -|f ( x )|≤ f ( x ) ημ
1

3 x +1
≤|f ( x )| και αφού

 lim
x → -1 / 3

|- f ( x )|= lim
x → -1 / 3

|f ( x )|=0,  τότε  από  το  κριτήριο  παρεμβολής  προκύπτει  ότι 

lim
x → -1 / 3 ( f ( x ) ημ

1
3 x +1 )=0

ΘΕΜΑ Γ

Γ1. Στο  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΟΒΜ  έχουμε  (ΒΜ)=(ΟΒ)⋅ημθ⇔(ΒΜ)=ημθ  και 
(ΟΜ)=(ΟΒ)⋅συνθ⇔(ΟΜ)=συνθ.

Άρα (ΒΓ)=2(ΒΜ)=2ημθ και (ΑΜ)=(ΟΑ)+(ΟΜ)=1+συνθ

Το τρίγωνο ΑΒΓ έχει εμβαδόν

 Ε (θ ) = 1
2

( ΒΓ ) ( ΑΜ ) = 1
2
⋅2ημθ(1+ συνθ )=(1+συνθ)ημθ, θ (0, π)∈

Γ2. Για κάθε θ (0, π) έχουμε ∈

Ε΄(θ)=-ημθ⋅ημθ+(1+συνθ)⋅συνθ= -ημ2θ+συνθ+συν2θ=2συν2θ+συνθ-1

Έχουμε Ε’ (θ)=0⇔2συν2θ+συνθ-1=0⇔συνθ=-1 ή συν=
1
2

θ ∈(0 ,  π )
⇔

θ =
π
3

Επειδή Ε' ( π
4 )=2⋅( √2

2 )
2

+ √2
2

-1= √2
2

>0 τότε Ε΄(θ)>0 στο (0, π/3) και 

Ε ' ( π
2 )=-1<0, τότε Ε΄(θ)<0 στο (π/3, π).

θ          0             π/3        π

Ε΄(θ)        +             -

Ε(θ)                     max
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Για θ =
π
3

 το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ μεγιστοποιείται.

Γ3. 

• Η Ε είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα Α1=(0, π/3] οπότε 

Ε(Α1)=( lim
θ →0+

Ε (θ ) ,  f (  
π
3

 )]=(0 ,  
3√3

4
] και αφού 

3
4

∈ Ε ( Α1) τότε υπάρχει μοναδικό 

θ1 (0, π/3) τέτοιο ώστε ∈ Ε (θ1 )= 3
4

• Η Ε είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα Α2 = [ π
3

,  π ) οπότε 

Ε ( Α2)=( lim
x → π -

Ε (θ ) ,  Ε ( π
3

)]=(0 ,  
3√3

4
] και αφού 

3
4

∈ Ε ( Α2) τότε υπάρχει μοναδικό 

θ2 ∈( π
3

,  π ) τέτοιο ώστε Ε (θ2 )= 3
4

.

Γ4. 

• Η Ε είναι συνεχής στο [θ1 ,  
π
3 ] και παραγωγίσιμη στο (θ1 ,  

π
3 ), οπότε σύμφωνα με 

το Θ.Μ.Τ. υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1∈(θ1 ,  
π
3 ) τέτοιο ώστε:

Ε ' (ξ1)=
Ε ( π

3 )- Ε (θ1 )

π
3

- θ1

=

3√3
4

-
3
4

π
3

- θ1

⇔( π
3

- θ1)Ε ' (ξ1 )= 3√3
4

-
3
4

     (1)

• Η Ε είναι συνεχής στο [ π
3

,  θ2] και είναι παραγωγίσιμη στο (
π
3

,  θ2), οπότε σύμφωνα 

με το Θ.Μ.Τ. υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ2( π
3

,  θ2) τέτοιο ώστε: 

Ε ' (ξ2 )=
Ε (θ2 ) - Ε ( π

3
)

θ2 -
π
3

=

3√3
4

-
3
4

π
3

- θ2

⇔( π
3

- θ2)Ε ' (ξ2)=
3√3

4
-

3
4

    (2)

Από (1), (2) προκύπτει:

( π
3

- θ1)Ε ' (ξ1 )=( π
3

- θ2)Ε ' (ξ2)

ΘΕΜΑ Δ
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Δ1. Η  f είναι  δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0,  +∞) με  f΄(x)=lnx+1-
1
x

 και  f΄΄(x)=

1
x

+
1

x2 .

Αφού f΄΄(x)>0 στο (0, +∞) τότε η f΄γν. αύξουσα (0, +∞) και αφού f΄(1)=0 τότε η x=1 
είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης f΄(x)=0.

Για 0<x<1: f΄(x)<f΄(1)=0

Για x>1: f΄(x)> f΄(1)=0.

Άρα στο x=1 η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το f(1) = -lnλ. Το σημείο Α(1, lnλ) είναι 
το σημείο του ελάχιστου το οποίο ανήκει στην ευθεία x=1 καθώς το λ μεταβάλλεται 
στο (0, +∞). 

Δ2. Έχουμε xx≥λx για κάθε x>0⇔lnxx≥ln(λx) για κάθε x>0⇔xlnx-ln(λx)≥0 για κάθε 
x>0⇔ f(x)≥0 για κάθε x>0⇔ minf(x)≥0⇔-lnλ≥0⇔lnλ≤⇔lnλ≤ln1⇔0<λ≤1.

Άρα λmax=1

Δ3. Για να δείξουμε ότι η ευθεία  y=λ είναι μοναδική εφαπτομένη της  Cg, η οποία 
διέρχεται από το Ο(0, 0) αρκεί να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό x0 (0, +∞) τέτοιο ώστε∈

g΄(x0)=1

g(x0)=x0

Η g είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με y΄(x)=(xx)΄=(ex lnx)΄=(x lnx)΄⋅exlnx=(1+lnx)xx

Έχουμε 

{g' ( x0 )=1

g ( x0 )= x0

⇔{(1+ ln x0 ) x0
x0 =1

x0
x0 = x0

Άρα (1+lnx0)⋅x0=1⇔1+lnx0=
1
x0

⇔lnx0-
1
x0

+1=0⇔ f ' ( x0 )=0⇔ x0 =1.

Άρα η ευθεία y=x εφάπτεται της φ στο σημείο της Α(1, 1).

Δ4. i.

• lim
x →0

h ( x ) = lim
x →0+

x x = lim
x →0+

exlnx = lim
x →0+

eu = e0 =1

Αφού

lim
x →0+

( xlnx ) =
lim
x →0+

lnx

1
x

(- ∞
+ ∞ )

=
¿
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• Στο διάστημα (0, +∞) η h έχει τύπο h(x)=xx=exlnx και είναι συνεχής ως σύνθεση των 
συχνών συναρτήσεων h1(x)=ex και h2(x)=xlnx. 

Άρα η h είναι συνεχής στο [0, +∞).

ii.

Στο ολοκλήρωμα Ι=∫
0

1

h (1- t ) dt  θέτουμε u=1-t οπότε dt= -du.

Για t=0 είναι u1=1

Για t = 1 είναι u2=0.

Άρα

Ι =-∫
1

0

h (u ) du=∫
0

1

h (u ) du

Θέτουμε τη συνάρτηση

W ( x ) = x2020(3 - 2∫
1

2

g ( t ) dt )+(1- x )∫
0

1

h (u ) du ,  x ∈[0 ,  1 ]

• H w είναι συνεχής στο [0, 1] ως πολυωνυμική

• w(0)=∫
0

1

h (u ) du

w(1)=3-2∫
1

2

g ( t ) dt

Η h είναι συνεχής στο [0, 1] με h(x)>0 για κάθε x∈[0, 1], οπότε 

∫
0

1

h ( x ) dx >0 και άρα w(0)>0.

Η συνάρτηση κ(x)=xx-x είναι συνεχής στο [1, 2] και ισχύει κ(x)≥0 για κάθε x∈[1, 2] (η 
ισότητα ισχύει μόνο για x=1)

Άρα 

∫
1

2

κ ( x ) dx >0⇔∫
1

2

( x x❑ - x ) dx >0⇔∫
1

2

g ( x ) dx -∫
1

2

xdx >0⇔

∫
1

2

g ( x ) dx - [ x2

2 ]
1

2

>0⇔∫
1

2

g ( x ) dx -
3
2

>0⇔



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 2020
(ΠΑΛΑΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΣΥΣΤΗΜΑ)

ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ ΦΛΩΡΟΠΟΥΛΟΥ 6

2∫
1

2

g ( x ) dx - 3>0 ,

Οπότε w(1)<0

Αφού  w(0)  w(1)<0, τότε σύμφωνα με το θεώρημα  Bolzano η εξίσωση  w(x)=0 έχει 
τουλάχιστον μια ρίζα στο (0, 1).
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