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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ Α

Α1.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 111

Α2.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 104

Α3.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 128

Α4. α)  Λ

β)  Λ

γ)  Λ

δ)  Σ

ε)  Σ

ΘΕΜΑ Β

Β1. Το πεδίο ορισμού της f=goh είναι

A={x∈(0, +∞)/lnx R∈ }=(0, +∞)

και ο τύπος 

f ( x ) = ( goh ) ( x ) = g (h ( x ) ) = 4 - e2 lnx

elnx =
4 - x2

x

Β2. i)  Η f ( x ) = 4 - x2

x
,  x∈(0, +∞) είναι συνεχής ως ρητή και  παραγωγήσιμη με 

f ( x ) ' =
- 2 x ⋅ x - (4 - x2 )

x2 =
- 2 x2 - 4 + x2

x2 =
- x2 - 4

x2 =
- ( x2 + 4 )

x2 <0

για κάθε x∈(0, +∞).

Άρα η f είναι γν. φθίνουσα στο (0, +∞).

ii)  Επειδή

π > e f ↓
⇒

f ( π ) < f (e ) ⇒ 4 - π2

π
<

4 - e2

e
⇒ e (4 - π2 ) < π (4 - e2 ) 4 - e2 <0

⇒

4 - π2

4 - e2 >
π
e

Β3.  Για x→+∞ είναι
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∎ lim
x →+ ∞

f ( x )
x

=
lim

x →+ ∞
4 - x2

x2 =
lim

x →+ ∞
- x2

x2 =-1= λ

και  lim
x →+ ∞

( f ( x ) + x ) = lim
x →+ ∞

( 4 - x2

x
+ x)= lim

x →+ ∞
( 4 - x2 + x2

x )=

=
lim

x →+ ∞
4

x
=0= β

Άρα y= -x είναι ασύμπτωτη της Cf στο +∞.

∎  lim
x →0+

f ( x ) =
lim
x →0+

4 - x2

x
= lim

x →0+ [ (4 - x2 ) 1
x ]=+ ∞

αφού lim
x →0+

(4 - x2 ) = 4 >0 και 
lim
x →0+

1

x
=+ ∞.

Άρα x=0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf.

Β4.  Για x→+∞ έχουμε

|συν (1+ x2)
f ( x ) |=|συν (1+ x2)|

|f ( x )|
≤

1
|f ( x )|

οπότε  
- 1
|f ( x )|

≤
συν (1+ x2)

f ( x )
≤

1
|f ( x )|

Επειδή  lim
x →+ ∞

f ( x ) =
lim

x →+ ∞
4 - x2

x
= lim

x →+ ∞
(- x ) =- ∞

Τότε  lim
x →+ ∞

-1
|f ( x )|

=0  και  
lim

x →+ ∞
1

|f ( x )|
=0

Οπότε από κριτήριο παρεμβολής 

lim
x →+ ∞

συν (1+ x2)
f ( x )

=0.

ΘΕΜΑ Γ

Γ1. 

∫
2

3

xf ( x ) dx =1⇔∫
2

3

x ( 1
x

+ α )dx =1⇔∫
2

3

(1+ α x ) dx =1⇔

⇔[ x + α
x2

2 ]
2

3

=1⇔3+
9
2

α - (2+2a ) =1⇔
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⇔3+
9
2

α - 2 - 2a=1⇔
9
2

α - 2α =1+2- 3⇔

⇔
5
2

α =0⇔α =0

Γ2. i)

lim
x →1-

f ( x ) - f (1)
x -1

=
lim
x →1-

x2 - 3 x +3 -1

x -1
=

lim
x →1-

x2 - 3 x +2

x -1
=

=
lim
x →1-

( x -1)( x - 2)

x -1
= lim

x →1-

( x - 2 ) =-1

lim
x →1+

f ( x ) - f (1)
x -1

=
lim
x →1+

1
x

-1

x -1
=

lim
x →1+

1- x
x

x -1
=

lim
x →1+

x ( x -1)

x -1
= lim

x →1+

(- x ) =-1
.

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=1 με f΄(1)= -1 και επομένως ορίζεται εφαπτομένη της Cf 
στο σημείο της με τετμημένη x0=1.

ii) Η εξίσωση της εφαπτομένης ε της Cf στο x0=1 είναι:

 y - f (1 ) = f ' (1 ) ( x -1 ) ⇒ y -1= -1 ( x -1 ) ⇒ y =- x +2

Αν ω η γωνία που σχηματίζει η ευθεία ε με τον άξονα x΄x τότε 

εφω=  f ' (1 ) =-1   και επομένως ω=
3 π
4

.

Γ3.  Για x<1: f΄(x)=(x2-3x+3)΄=2x-3<0

Για x>1: f΄(x)=( 1
x )

'

=-
1

x2 <0

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=1 είναι και συνεχής σ’αυτό και αφού 

f΄(x)<0, x∈(-∞, 1) (1, +∪ ∞) τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο IR.

Άρα η f είναι ΄΄1-1΄΄.

Επειδή  η  f είναι  συνεχής  στο  IR (αφού  είναι  παραγωγίσιμη  στο  IR)  και  f είναι  γνησίως 
φθίνουσα, το σύνολο τιμών της είναι το 

f ( IR ) = ( lim
x →+ ∞

f ( x ) ,  lim
x → - ∞

f ( x ))

∎ lim
x →+ ∞

f ( x ) =
lim

x →+ ∞
1

x
=0

∎ lim
x → - ∞

f ( x )= lim
x → - ∞

( x2 - 3 x +3 ) = lim
x → - ∞

x2 =+ ∞
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Άρα f(IR)=(0, +∞).

Γ4. 

Η ευθεία ε τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο Α(2, 0). 

Το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη Cf, την ευθεία ε και τον άξονα x΄x είναι:

Ε(Ω)=Ε(Ω 1)+Ε(Ω 2).

Όπου Ω1  το  χωρίο  που  περικλείεται  από  την  Cf,  την  ευθεία  ε  και  τις  ευθείες  x=1  και  x=2 
και Ω2  το χωρίο που περικλείεται από τη Cf, τον άξονα x΄x και τις ευθείες x=2 και x=e.

∎Ε (Ω1 )=∫
1

2

( f ( x ) -( - x +2)) dx =∫
1

2

( 1
x

+ x - 2)dx

= [lnx +
x2

2
- 2 x ]

1

2

= ( ln 2 - 2 ) -(ln 1+
1
2

- 2)=(ln 2 -
1
2 )τ . μ .

∎Ε (Ω2 )=∫
2

e

f ( x ) dx =∫
2

e
1
x

dx = [ lnx ]2
e
= lne - ln 2= (1- ln 2 )  τ . μ .

Άρα  Ε (Ω ) = Ε (Ω1 )+ Ε (Ω2 )= 1
2

 τ . μ .

ΘΕΜΑ Δ

1

2 e

ε

Cf

1
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Δ1.  Θέτουμε

g ( x ) = f ( x ) - 2 x
x -1

,  x ∈(0 ,  1)∪(1 ,  2)

Τότε  lim
x →1

g ( x ) = l ∈ R

και  f ( x ) = ( x -1 ) g ( x ) +2 x ,  x ∈(0 ,  1)∪(1 ,  2)

Επομένως  lim
x →1

f ( x ) = lim
x →1

[ ( x -1 ) g ( x ) +2 x ] =0 ⋅ l +2⋅1=2    (1)

Έχουμε  lim
x →1

f ( x ) = lim
x →1 [ ln (2- x ) - 1

x
+ k ]= ln 1-1+ k = k -1   (2)

Από (1), (2) προκύπτει:  κ-1=2⇔κ=3.

Δ2.  Για κ=3 είναι:

f ( x ) = ln (2- x ) - 1
x

+3 ,  x ∈(0 ,  2)

Η f είναι συνεχής στο (0, 2) ως πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων.

Η f είναι παρ/μη στο (0, 2) με 

f ' ( x ) =(ln (2- x ) - 1
x

+3)
'

=
1

2- x
⋅ (2- x )' + 1

x2 =-
1

2- x
+

1

x2 =

- x2 - x +2

x2(2- x )

∎  f ' ( x ) =0⇔ - x2 - x +2=0⇔ x =- 2  απορ .  ή  x =1 .

∎  f ' ( x ) >0⇔
- x2 - x +2

x2(2- x )
>0

x2 (2- x ) >0
⇔

x ∈(0 ,  2)
- x2 - x +2>0⇔0< x <1

∎  f ' ( x ) <0⇔1< x <2

Το πρόσημο της f ΄ και η μονοτονία της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.

x            0         1        2

f΄(x)            +        -

f(x)

• Η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1] αφού η f είναι συνεχής στο (0, 1] και ισχύει 

f ΄(x)>0 στο (0, 1).

• Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [1, 2) αφού η f είναι συνεχής στο [1, 2) και ισχύει 
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f ΄(x)<0 στο (1, 2).

Θεωρούμε τα διαστήματα Δ 1=(0, 1] και Δ 2=(1, 2).

- Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο Δ 1=(0, 1] τότε 

f ( Δ1 )=( lim
x →0+

f ( x ) ,  f (1 ) ]

Έχουμε:

∎ lim
x →0+

f ( x )= lim
x →0+ [ ln (2- x ) - 1

x
+3]=- ∞

αφού  lim
x →0+

[ ln (2- x ) +3 ] = ln 2+3  και  lim
x →0+ (-

1
x )=- ∞

∎  f (1 ) = ln 1-1+3=2

Άρα f(Δ1)=(-∞, 2].

Επειδή 0∈f(Δ1) υπάρχει x1∈(0, 1) τέτοιο ώστε f(x1)=0 και αφού η f είναι γνησίως αύξουσα 
στο διάστημα αυτό, το x1  είναι μοναδικό.

-Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο Δ 2=(1, 2) τότε

f ( Δ2 )=( lim
x →2-

f ( x ) ,  lim
x →1+

f ( x ))
Έχουμε:

∎  lim
x →2-

f ( x ) = lim
x →2- [ ln (2- x ) - 1

x
+3]=- ∞

αφού  lim
x →2-

ln (2- x )
2- x =u
=

¿

και  lim
x →2- (-

1
x

+3)=-
1
2

+3=
5
2

∎  lim
x →1+

f ( x )
f  συνεχής
=

στο  1
f (1 ) =2

Άρα f(Δ2)=(-∞, 2)

Επειδή 0∈f(Δ2) υπάρχει x2∈(1, 2) τέτοιο ώστε f(x2)=0 και αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα 
στο διάστημα αυτό, το x2  είναι μοναδικό.

Άρα η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς δύο ρίζες x1 ,  x2  με x1<1<x2 .

Έχουμε  f ( 1
3 )= ln

5
3

>0  αφού  
5
3

>1
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οπότε  0< ln
5
3

⇔ f ( x1 )< f ( 1
3 ) f ↑(0 ,  1 ]

⇔
x1 <

1
3

Δ3.  Η  f είναι  συνεχής  στο  [ x1 ,  
1
3 ] και  παρ/μη  στο  (x1 ,  

1
3

),  οπότε  σύμφωνα  με  το  Θ.Μ.Τ. 

υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈(x1 ,  
1
3 ) τέτοιο ώστε:

f ' (ξ ) =
f ( 1

3 )- f ( x1)

1
3

- x1

=
3 f ( 1

3 )
1- 3 x1

Η f΄ είναι παρ/μη στο (0, 2) με 

f ' ' ( x ) =(-
1

2- x
+

1

x2 )
'

=-
1

(2- x )2
-

2

x3 <0  για  κάθε  x ∈ (0 ,  2 ) .

Άρα η f ΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, 2), οπότε το ξ είναι μοναδικό.

Επομένως υπάρχει μοναδικό σημείο Μ(ξ, f(ξ)) με ξ ∈(x1 ,  
1
3 )⊆(0 ,  1) στο οποίο η κλίση της 

Cf ισούται με 
3 f ( 1

3 )
1- 3 x1

.

Δ4.  i)  Επειδή  F και  G είναι  αρχικές  συναρτήσεις  της  f στο  (0,  2)  υπάρχει  σταθερά  c R∈  
τέτοια ώστε F(x)=G(x)+C για κάθε x∈(0, 2) (3).

Για x=x1  από (3) προκύπτει:

F ( x1 )=G ( x1 )+C F ( x1 )=0
⇔

C =-G ( x1)

Άρα F(x)=G(x)-G(x1) για κάθε x∈(0, 2) (4)

Για x=x2  από (4) προκύπτει:

F(x2)=G(x2)-G(x1)G ( x2 )=0
⇔

F ( x2 )+G ( x1 )=0

ii)  Θεωρούμε την συνάρτηση

g(x)=x1  F(x)+x2  G(x)+2 x-x1-x2 ,  x∈[x1 ,  x2].

• Η g είναι συνεχής στο [x1 ,  x2]ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων (οι F, G είναι συνεχείς 
στο (0, 2) αφού F, G είναι παρ/μες στο (0, 2)).

• g(x1)=x1F(x1)+x2G(x1)+2x1-x1-x2

         
F ( x1)=0
=

¿
 x2  G(x1)+x1-x2
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          = -x 2  F(x2)+x1-x2

g(x2)= x1  F(x2)+x2  G(x2)+2x2-x1-x2

        
G ( x2)=0
=

¿
 x1  F(x2)+x2-x1

Επειδή  f(x)≠0  για  κάθε  x∈(x1 ,  x2)  και  η  f είναι  συνεχής  στο  (x 1 ,  x2)  τότε  η  f διατηρεί 
σταθερό πρόσημο στο (x1 ,  x2).  Αφού f(1)=2>0 τότε f(x)>0 για κάθε x∈(x1 ,  x2).

Επειδή F΄(x)=f(x)>0 για κάθε x∈(x1 ,  x2) τότε η F είναι γνησίως αύξουσα στο [x1 ,  x2].  

Eίναι x2>x1
F ↑

⇔
 F(x2)>F(x1)⇔F(x2)>0.

Άρα g(x1)<0 (αφού –x2F(x2)<0 και x1-x2<0) και g(x2)>0 (αφού x1F(x2)>0 και x2-x1>0).

Οπότε g(x1) g(x2)<0.

Επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση g(x)=0⇔

x1F(x)+x2G(x)=x1+x2-2x έχει μία τουλάχιστον λύση στο διάστημα ( x1 ,  x2).

Η g είναι παρ/μη στο (x1 ,  x2) με g΄(x)=x1F΄(x)+x2G΄(x)+2

                                                        = x1f(x)+x2f(x)+2

                                                        = (x1+x2)f(x)+2>0

για κάθε x∈(x1 ,  x2).

Άρα η  g είναι  γνησίως αύξουσα στο (x1 ,  x2)  και  επομένως η  εξίσωση  g(x)=0 έχει  ακριβώς 
μια λύση στο (x1 ,  x2).
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