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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ Α

Α1. Απόδειξη σχολικού βιβλίου.

Α2. i. Λ, ii. Σ, iii. Σ, iv. Λ, v. Λ

Α3. Θεωρία σχολικού βιβλίου.

Α4. α) Ψευδής

β) Η συνάρτηση f(x)=x3, x R∈  είναι γν. αύξουσα στο R αλλά f΄(x)=3x2≥0 για κάθε 
x R∈  αφού f΄(0)=0.

ΘΕΜΑ Β

Β1. Για κάθε x R∈  f΄(x)=
1- x2

( x2 +1 )2

• f΄(x)=0⇔
1- x2

( x2 +1 )2=0⇔1-x2=0⇔x=1 ή x= -1

• f΄(x)>0⇔1-x2>0⇔x2≤1⇔-1≤x≤1

Άρα 

x             -∞       -1       1       +∞

f ΄(x)             -         +       -

f(x) 

τ.ε
λ

τ.
μ



Η f      στο (-∞, -1] και στο [1, +∞)

Η f       στο [-1, 1]

Στο x= -1 η f παρ. τ. ελάχιστο στο f(-1)= 
-1
2  και τ. μέγιστο στο x=1 στο f(1)= 

1
2 .

Β2. Για κάθε x R∈  f ΄(x)= 
2 x ( x2 - 3 )

( x2 +1 )3

• f ΄(x)=0⇔
2 x ( x2 - 3 )
( x2 +1 )3 =0⇔2x(x2-3)=0⇔x=0 ή x=±√3

Άρα 

x              -∞       -√3       0       √3       +∞

f΄΄(x)             -            +         -           +

f(x)                       

                          

Τα ΣΚ είναι Α(√3 ,  
-√3

4 ), Ο (0, 0), Β (√3 ,  √3
4 )

Β3. Για x→ -∞ (y=λx+β)

• lim
x⟶ -∞

f ( x )
x

=
lim
x⟶ -∞

x

x2 +1
x

=
lim
x⟶ -∞

1

x2 =0= λ

• lim
x⟶ -∞

( f ( x ) ) =
lim
x⟶ -∞

1

x
=0= β

Οπότε y=0 οριζόντια ασύμπτωτη της Cf στο -∞. Όμοια και στο +∞.

Β4.

x           -∞       -√3       -1        0          1        √3       +∞

f ΄(x)            -           -          +        +          -           -

f ΄΄(x)           -          +          -          -         -            +

f(x) 
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ΘΕΜΑ Γ

Γ1. Για x→0 θέτουμε f
( x ) + x2

x
=g(x) με limx→0

g ( x ) =2

Οπότε f(x)=x g(x)-x2

Άρα lim
x→0

f ( x ) = lim
x→0

( x  g ( x ) - x2 )=0 ⋅2- 0= f (0 )

Αφού η f είναι συνεχής στο R.

f ΄(0)= 
lim
x→0

f ( x ) - f (0 )

x - 0
=

lim
x→0

x  g ( x ) - x2 - 0

x
= lim
x→0

(g ( x ) - x ) =2- 0=2

Γ2. y-f(0)=f ΄(0)(x-0)

y-0=2x y=2x⇒

Γ3. g(0)=0 και g΄(x)=2 συνx άρα g΄(x)=2 οπότε y-0=2(x-0) άρα y=2x είναι και 
εφαπτομένη της Cg στο x=0.

Γ4. Για x→0 είναι |f ( x )ημ 1
x|=|f ( x )||ημ 1

x|≤|f ( x )|

-1

Μ

0
1 √3-√3
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-√3/4



Οπότε -|f(x)|≤f(x)ημ
1
x≤|f(x)|

Επειδή lim
x→0

[ -|f ( x )|]=0= lim
x→0

|f ( x )|

Από Κ.Π. lim
x→0 ( f ( x )ημ  

1
x )=0

Γ5. Εφαρμόζουμε Θ. Bolzano για την h(x)=(x-1)[(f(x))2018+2]+xf(x)2017 στο [0, 1]

ΘΕΜΑ Δ

Δ1. Για x>0: xf ΄(x)= -f(x) 
1
x⇒

(xf(x))΄=(lnx)΄⇒

xf(x)=lnx+c, c R∈

Για x=1: f(1)=ln1+c c⇒ =0

Οπότε f(x)=
lnx
x , x>0

Δ2. lim
x⟶+∞

f ( x ) =
lim
x⟶+∞

lnx

x

(+∞+∞ )
=

¿

lim
x⟶+∞

1

x
=0¿ οπότε

y=0 οριζόντια ασύμπτωτη της Cf στο +∞

lim
x→0+

f ( x )=
lim
x→0+

lnx

x
= lim
x→0+ (lnx 1

x )
( -∞ ) (-∞ )
=

¿

Άρα x=0 κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf.

Για x>0: f ΄(x)=
1- lnx

x2

x           0       e         +∞

f ΄(x)          +        -

f(x) 



Α1=(0, e], f     τότε f(A1)=( lim
x→0+

f ( x ) ,  f (e )]=( -∞ ,  
1
e
]

A2= [e, +∞) f      τότε f(A2)= ( lim
x→∞

f ( x ) ,  f (e )]=(0 ,  
1
e
]

Άρα f(A)=f(A1) f(A∪ 2)=(-∞, 
1
e  ]

Δ3. Αρκεί 2f(4x)+f(x)>2f(3x)+f(3x)⇒

2(f(4x)-f(3x))>f(3x)-f(x)

f ( 4 x ) - f (3 x )
x

>
f (3 x ) - f ( x )

2 x

Η f είναι συνεχής στο [x, 3x] και [3x, 4x]

Η f είναι παραγωγίσιμη στο (x, 3x), (3x, 4x/0

Από ΘΜΤ υπάρχουν 

ξ1∈ ( x ,  3 x ) : f ' (ξ1)=
f (3 x ) - f ( x )

3 x - x
=
f (3 x ) - f ( x )

2 x

ξ2 ∈ (3 x ,  4 x ) : f ' (ξ2 )=
f ( 4 x ) - f (3 x )

4 x - 3 x
=
f ( 4 x ) - f (3 x )

x

Επειδή ξ1<ξ2

f '↑
⇒

στο  [ e√e ,  +∞ )  
 f΄(ξ1)<f΄(ξ2) ⇒

f (3 x ) - f ( x )
2 x

<
f ( 4 x ) - f (3 x )

x
 ή

 
f ( 4 x ) - f (3 x )

x
>
f (3 x ) - f ( x )

2 x

Δ4. Αρκεί να λύσουμε την εξίσωση 

h(x)=x⇔αx=x⇔xlnα=lnx⇔
lnx
x =lnα⇔f(x)=lnx, α>0

f (A1 )=( -∞ ,  
1
e
]

f (A2 )=(0 ,  
1
e
]

1) Αν lnα>
1
e α>⇒ e

1
e τότε f(x)=lnα είναι αδύνατη.

2) Αν lnα=
1
e α=⇒ e

1
e τότε f(x)=lnα έχει μοναδική λύση x=e.



3) Αν 0<lnα<1 1<α<⇒ e
1
e τότε η f(x)=lnα έχει δύο ρίζες μια στο Α1 και μια στο Α2.

4) Αν lnα<0

          lnα<ln1

          α<1 τότε f(x)=lnα έχει μια λύση στο Α1. 


